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Kuantum alan teorisinde onemli bir yere sahip olduguna inandigimiz, “hareketli sinir
kosullarinda, vakumda pargacik yaratimi” konulu bu tez, konunun temelinde yer alan
kavramlara yer verip, aralarindaki bagintilarin ¢ikarimina 11k tutmayir amaglamaktadir. Bu
sebepten otiirt, II. boliimde, 6rnek olarak secilen Robertson-Walker uzayindan Minkowskien
uzayina gecis yollar1 gosterilmis, ardindan limitlerde durgun olan bu uzayda caligmalar
strdiiriilmiistiir. (1+1) ayna i¢in, 6nceden Fulling ve Davies (Fulling, S.A., Davies, P.C.W
1976) tarafindan ¢6ziilmiis olan bir uygulamay1 hesap ederken, onlarin ¢dziimlerinde bir
katsay1r mertebesindeki hatayi tespit ettifimize inaniyoruz (bu tezdeki (3.51) doniistiiriilmiis
yoriinge denkleminin 3. bolge denklemi ile ilgili kaynaktaki 402. sayfadaki son baginti
arasinda). Enerji-momentum yogunlugunun hesaplanmasinda alinan tiirevde sifir vermesinden
Otiirli sonuca bir etkisi olmasa da, olasi1 bir karsilastirma halinde dikkati g¢ekebilecegi

disiintilerek bu tespiti belirtmeyi uygun gordiik).
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NOTASYONA DAIR ACIKLAMA

Bu calismada, anlasilmay1 kolaylastirmak amaciyla, birkag adet farkli gésterim kullanilmistir:

y(x,t) = f(x)e™'| ormeginde oldugu gibi, kutu igine alman esitlikler, yapilan doniisiimii

isaret etmektedir.

y(x) =1+tan*(x) orneginde oldugu gibi, kose icine alinan esitlikler, ara
—14 Osin®(x) S islemleri gostermektedir, aciklamalardan pek bir sey
[cos” (x)[] kaybetmeden atlanabilir.
_ cos”(x) +sin’(x)
- cos’ (x)
_ 1
"~ cos’ (x)

p'(x—t) fonksiyonundaki gibi, bir tiirev isaretine sahip olan fonksiyonlarda, tiirevler,

fonksiyonun arglimanina gore alinmalidir.

Denklemlerde, dogal birimler kullanilmistir. Ayrica, konformal zaman limitlerine karsilik

2

gelen bolgelerinin adlart olan “in” ve “out” terimlerini de g¢evirmemenin daha uygun

olacagini diistindiim.

v



I. GIiRiS

Stephan Hawking’in, karadeliklerin 1s1ma yaptigin1 gdsterdigi makalesi (Hawking, S. 1975),
bir anda gozleri —tekrar- biiylik birlesik teoriye ¢evirmisti. Standard Model o zamana kadar
blinyesine ili¢ temel etkilesimi almig, fakat kiitlecekimin kuantum formiilasyonu hala
yapilamamisti. Hawking’in termodinamik yasalarini kullanarak bulmus oldugu 1simaya dair
sonuclara ayni yil i¢inde Davies, Fulling ve Unruh tarafindan da, alan denklemleri
kullanilarak ulasilinca (Davies, P.C.W., Fulling, S.A., Unruh, W.G. 1975), kiitlecekimin
kuantum teorisinin nihayetinde tam olarak anlasilabilecegi diisiiniilmiistii. O giinden bu yana,
bu konudaki caligmalar, giderek artan bir hizda devam etmektedir (burada, vakumda parcacik
yaratiminin aslinda, kuvvet etkisi formunda, 1948’te (Casimir, H.B.G. 1948) formiile
edildigini belirtmek uygun diiser). Hareketli bir aynanin, uzaya negatif enerji akisi
saglayabileceginden yola ¢ikan Davies ve Ford (Davies, B. 1972; Ford, L.H. 1978), bu akinin
bir cismin sogutulmasinda kullanildig1 takdirde, termodinamigin ikinci yasasinin ihlali
lizerine bir tartisma baslattilar. 1994 yilinda, Anderson (Anderson, W.G. 1994), bu
tartismadan yola ¢ikarak “Geroch diislince deneyi” ad1 verilen bir tasarima agiklama getirdi:
bu deneyde, ceperleri ayna ile kapli bir kutu, i¢ine 1s1nim hapsedildikten sonra yavasga bir
kara delige gonderiliyordu. Unruh ve Wald’in bu konudaki 6nceki ¢aligmalar1 (Unruh, W.G.,
Wald, R.M. 1982) kutunun bir ¢esit kaldirma kuvvetinin etkisiyle, kara deligin iizerinde
“yiizecegini” ongoriiyordu. Egri uzay zamanda kuantum alan teorisi, temelde ii¢ boliime
ayrilabilir: uzay metriginin degismesinden dogan alanlar, bir yansiticinin varligindaki
degisimler ve bir yutucunun (kara delik) varligindaki degisimler. Biz, bu tezin II. bdliimiinde
degisen bir uzay metriginin mevcudiyetinde alan fonksiyonlarinin bulunmasini inceledik.
Burada, konformal bir dontistimle uzay1 limitlerde durgun bir hale getirdik ve ¢éziimlerimizi
buna gore yaptik. Ayrica Bogolubov katsayilarinin hesaplanmasi da bu bdliimde
gosterilmektedir. III. boliimde, (1+1) boyutta ilerleyen bir noktasal aynanin yol ag¢tig1 pargacik
yaratimini ve enerji-momentum tansorii vasitastyla, aki hesabinin yapilmasi anlatilmaktadir.
“Nokta-bolme” metodunun prensipleri ve uygulamasina da yer verilmistir. IV. bolim, II. ve
II1. boliimlere nazaran, bir giris boliimii niteligindedir. Bu boliimde, Hadasz ve arkadagslari
tarafindan incelenen, fakat, ele aldig1 sistemin basitliginden otiirii, bir uygulama olma yani
agir basan, kiiresel ayna problemi tanitilmis, III. bolimle olan benzerliklere isaret edildikten

sonra, ¢oziim konusunda yol gosterilmistir.



IL. 1+1 UZAYDA GENEL COZUMLER

Bir uzayda, Minkowskien in ve out bolgelerinde (yani konformal zamanin, sirasiyla, -co ve

+o0 limitlerinde) parcacik yaratiminin nasil olacagini, iki boyutlu, uzunluk elemani ds’in
ds® =d* —a’(¢)dx’ 2.1)
baglantisiyla genisleyen (veya daralan) bir Robertson-Walker evreninde inceleyelim.
Minkowskien uzaya gegebilmek icin
dn=— (2.2)
bagintisiyla, konformal zaman 1’ y1 tanimlayalim. Bdylece (2.1) denklem:i:
t 7
(=[d'=[ at)dj - ds’ =a’(n) (dn” —dx?) (2.3)
haline gelir. C(n)) =a’(n) olarak konformal dlcek faktorii tammlanirsa, uzunluk elemam ds’in
bagintisi ¢ok daha sade bir sekil alir:
ds” = C()(dn’ —dv*) (2.4)

Uzunluk elemaniin elde ettigimiz bu sekli, artik tiimiiyle Minkowski uzayima konformal

haldedir.

Uzaymmizi sonlu bir bolgede temsil edebilmek icin, yani bir baska deyisle Penrose
diyagramini ¢izebilmek i¢in, C(n) 6l¢ek faktoriimiize bir doniisiim uygulayalim.
C(n) = A + Btanhpn (2.5)
denirse, C(n) 'nin 7 ’ya baglhilig1 ve limitleri su sekilde olacaktir:
C(n) - AxB, 7 - o (2.6)
grafikten ve (2.6) limitlerinden de goriilecegi iizere, bu doniisiim altinda artik uzayimiz,

diizgiin bicimde genisleyen (daralan), asimptotik olarak durgun hale giden Minkowskien

uzay-zamana doniisiir.



A+B[— — — — — — — — — — — =

Sistemimizin metrigi, Minkowski metriginden C(7) faktorii kadar farklidir. Ac¢ik olarak

yazarsak:
01 o O
oo oo, D/C(n) i
g/u/ - E 0 _C(T])El, g _ﬁ 0 _y (27)
C (n)@
detg,, =g =-C*(n) (2.8)
d’Alembertian tanimindan:
1 w 1 w
n=—20,{¢"J-g0} =——0,{g"cma}
o C(n) (2.9)
. .
(1+1) boyutta: O= 2 - i
Cm) " Cn)
Boylelikle Klein-Gordon denklemi:
(o+m*)® ={-8 +& +C(p m’} & =0 (2.10)

seklini alacaktir.

C(n) konformal dlgek faktorii, x’in fonksiyonu olmadigindan, alan fonksiyonu, konumsal
Oteleme simetrisine sahiptir ve & alan fonksiyonu, ¢arpanlarna ayrilabilir; bu ayirmay1
yaparken, x degiskeninin ait oldugu fonksiyonu eksponansiyel olarak alarak, diferansiyel

denklemimizi sadece 7 ’ya ait bir forma getirmeyi amaglayarak



="\, (1) (2.11)

seklinde ¢ozlimler arayalim. Bu durumda (2.10) denklemi

e d’
f hx sz gn)

+i2 27X () +Cym® 7 X, () =0

de—"z(n)Jf(kz +C(m* )y, (1) =0 (2.12)
dn

haline indirgenir. (2.6) doniisiimii hatirlanacak olursa:

C(n) = A+ Btanhpn

ve bu doniistim (2.12)’de kullanilirsa:

d*x, (n)
2

o +(k* +(4 +Btanhpn)m® ) x, () =0 (2.13)

bulunur. Ikinci bir déniisiim olarak

X (1) = e (n) (2.14)
secelim.
ka (77) — lw+e—iw‘+77¢(n) +e—iw‘+77 dw(n) ve
dn dn
dZXk (77) —iw,n 1/)(77)

[ » 42
= i, [, )+ ST 4y e S
0 0 dn

dn’
= —w, e M) —jw,e Y —iw,e ’**”w +e Iyt
= —wfe_’””’w —2iw, e MY +e Y
hesaplandiktan sonra, (2.14)’le birlikte (2.13)’te yerlerine konursa:
= (B4 )@ = 2 =i, gy
+k* ¢ ") +( A + B tanhpn)m® ¢ *"p =0 (2.15)
O ¢* 2iw i w,’e kv m’(4 Btanhpn)i= 0
Bu noktada
pn=x (2.16)
dontistimii yapalim. (2.16) denklemi

2 . 2 2 2
d @f _ 2w, %_wz ¥ +k—21/; +m—2(A +Btanhx)zp =0 (2.17)
dx p dx p p p

haline ve



@1

dontisiimiiyle
=tanhx = Ostoh x
4 gosth
2 12
d_y:cosh X 2smh X | —tanh? x =1 )
dx cosh” x
d_ddy o dy
dx dydx dy
d>y _dy d d’ d
b= ) =0 T -2 )
dx* dxdy dy’ dy
, d* s dy 2iw, Ay K om’ w?
(1- - 2p(l-y?) = - -y =R Sy 4 (4 4By -
dy dy p dy p*" p
sekline gelir.

Denklemimize son olarak

S0 =3 (2.20)
doniisiimiinii uygulayalim:
L = a2 (20 + )
y
T =a(-y) " (2 HI )
dy

+ Brla =1 =3 (290 201 - Gu +all 527200
=(1-y")"u" —day(l =y*)*" " —2a(l -y )“_lu +Ha(a —l)y 1 =) u 2

Bu doniisiimii denkleme yerlestirmeden Once, su ana kadar gergeklestirdigimiz doniisiimleri

hatirlamamizda fayda var:

@ =y, () = () =1~y ) (221)




Bu son doniisiimle birlikte, diferansiyel denklemimiz su hale gelecektir:
O & )Y d—y) B daydt y) i 20 y) ' da(e Dy (F y) 7 u
=2y(1= y)(1 = y*)* BRyau(l -y*)" +u'g

S22 )1 1) B2yl —y) B
—# Q2 =k =m? (4+By)(1~ ") u é((liy))m

L Q- y)g/ —dayi (1-y*)" =2au(l =y*)" +4a(a —1)% H -1D )2 D

2y H' -2yau(l —yz)_la—&au' —2yau(l -y*)H
p
1 2 2 u —
_?E‘)E —k -m (A +By)E(1—7y2) —O

- (1=yHu" —dayu —2au —da(a -1)u .,_M:l)
-y

2

y +1-1 2i 4i
—2yu'+4( : ) o — w, A+ 1w+y042u

(1-y7) p p(=y7)

—#%}f ~k* -m* (4 +By)E - — =0

A=)

yukaridaki denklemde, bu| sekilde isaretlenmis olan terimler agilirsa, birbirlerini gotiiren

terimlere ulasilir (sadece isaretlenmis olan terimler alinirsa):

4au+D4a2u 4auDﬂD_4 LAaul _4a’u
£
A-7 1R T Ty

bu sadelestirmeden sonra, denklemimizi tekrar yazalim:

2
au ,

—2yu

4
(1-y)u" —4ayu —20u —4a’u +
(1-»%)

2iw, 41w yau 2 2 u
-—— u -— -k -m° (A4 +B =0
PR %“ (4B B

(2.22)

fakat, ne yazik ki mevcut denklemde, bir sorunla kars1 karsiyayiz; 7 ile y arasindaki baginti,

(2.16) ve (2.18) denklemlerini birlestirerek elde edilir: |y =tanhpn| yani,

n — *00iginy — *I degerine yakinsar ve bu da denklemimizin son halindeki (1—3?)"li



terimleri limitlerde “patlatir”. Bu sorunun iistesinden gelmek icin, (1—y?)™"’li terimleri ayr

olarak tekrar yazalim ve birbirlerini 0’a esitledigi varsayimini yapalim. Yani

4o’ u 4lw yau ) u
— -m’ (4 +By)E =0
1- 1 %u 1-y?
(I-y Ziwp(a 1=y (2.23)
L 4+ ;y ——Zguf ~k* =m* (4 +By)] =0
olsun. (2.23) esitliginin, limitlerde y’ye bagli davranisini inceleyelim:
N -z [ b+ 1:
4iw,a 1 _
y -+l 4o’ + P Ho? =k =m* (4 +B)H =0 (2.24)
. ) _Aiw,a 1 2 2 2 —
y - -1t 4o’ - ; —? Rl -k -m (4 —B)H =0 (2.25)
(2.24) denkleminden (2.25) denklemi ¢ikartilirsa:
. 2 .2
8iw, _ _2m B L g=m B (2.26)
2
p p 4w, p

elde edilmis olur. Bu noktadan sonra, w, terimi ile ilgilenmeye baslayabiliriz. (2.24) ve (2.25)

denklemlerinde w, icin iki esitlik bulunur:

v+l w, =k +m? (4 +B) (2.27)

v -1 w, =k +m*(4-B) (2.28)

w, , bu iki limit ¢6zlimiiniin ortalamas1 olarak alinirsa:

1
W= QK +m (4+B) +\Jk* +m* (4 -B)3 (2.29)

bu noktada
—D/k2 2(A+B) -k +m? (4 (4 -B)3 (2.30)

olarak, ikinci bir terim daha tanimlayalim.

Bu ifadeyi (2.26) esitliginde yerine koydugumuzda

_in'B [ +m’ (4+B) =K +m’ (4+B) B Zu.
LB+ (A+B) (K +m* (4 -B)H  A%p B

a=—= 2.31)



Artik “goniil rahath@iyla” diferansiyel denklemimizin son hali olan (2.22) denklemimize

donebiliriz. Denklemi, (2.23)’te gerceklesmesini istedigimiz kosulu goz oniinde bulundurarak

tekrar yazarsak (arttk (1—3*)""li terimlerin birbirini 0’a esitlemis oldugu kabuliinii

kullaninca):
(1-y)u" —4ayd —20u —4a’u -2yl —2i;J+ u =0 (2.32)
(2.31) esitligi de burada yerine konuldugunda, denklemimiz
(1= y2 Yt —dy ™=y -1 : 2w =g (2.33)
2p 2p 4p P

halini alir. Bu noktadan itibaren, y’nin limitleri i¢in iki ayr1 ¢6ziim belirleme yoluna girecegiz.

Oncelikle 7 — +oo, y — +1 limiti igin

l_y
=—2 2.34
5 (2.34)

N

1
dz=-—d
S
d _dzd_ 14d

dy dydz 2dz

d> _dO0d00 140 ld] 1d?

dy’ dJ’DdJ/D_D_EdZDD 2d5 “4d

(1-y*) =1 =) +y) =(1 -1 #22)(1 4 22) =4=(1 *)

(2.34) doniisimii ve yukarida hesapladigimiz “yan hesaplar” da yerlerine konursa, (2.33)

denklemimizin alacag sekil su olur:

. 2 ;
42072) 41 -2z )&luv e Sty 2Ly oy 235)
4 2p 2 2p 2 2

z(1—-z)u" teriminden de tahmin edilebilecegi lizere, amacimiz, denklemimizi, karakteristigi
z(1=z)u" +[y —(a +B3 +)z]u —aBu =0 (2.36)
ile verilen hipergeometrik diferansiyel denklem haline getirmek. Bu amagla, 6nce (2.35)’deki

terimleri —-mevcut sadelestirmeleri yaptiktan sonra- uygun sekilde gruplandiralim:

0 2 0
5*_ - +%"_ g =0 (2.37)
gor e Op OO 0OF PO

z(I=-z)u" +



(2.37) denklemini, (2.36) ile kiyaslarsak, katsayilar1 ve aralarindaki bagintiy1 sdyle buluruz:

=y (2.38)
P P
a+BH) =20 8 L q g 2 g
e O P (2.39)
_w? o dw. i . iw O
o =5 - - BEEE
P P afgp  p U
« ile (8 arasindaki iligkiyi veren (2.39) bagintilar birlestirilirse
i Lo dw O 2w
at+—G—+—[= +1
afgp p 4o P
2iw O [ w [
o’ - % el o iD& +—Dlw2‘ =0
o e 40 e pU
denklemi bulunur. Bu denklemden o degeri ¢ekildiginde:
a, =1+5= 2 (2.40)
p P

bulunur. « ile 3, birbirlerine gore simetrik oldugundan, (2.40)’daki degerlerden ilkini «’ya,
ikincisini de (3 ’ya atayalim (-dogal olarak- ayni sonuca (2.40)’daki degerlerden birini (2.39)
denklemlerinin bir tanesine koyarak da ulasilabilinir). Bu noktada iiglincii degisken ~’la
ilgilenelim: (2.27) ve (2.28) denklemlerindeki w, ’nin limitlerdeki degerleri, 7’ya

bagliliklarina bakarak, sirasiyla w,, ve w, olarak yeniden adlandirilirsa, (2.29) ve (2.30)

out
esitlikleri vasitastyla

wout = (.U+ +w—

(2.41)
win = w+ TWw_
elde edilir. Bu takdirde, artik, (2.38) esitligindeki ~ ’y1
Y=+ (v, +w)
P
y=l+tw (2.42)

olarak yazabiliriz.



(2.36) ile verilen bir hipergeometrik diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
u(z) = ,F, (., 3,7:2) (2.43)
oldugundan, (2.37) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii de, sirasiyla (2.40) ve (2.42) ile

verilmis olan «, (8 ve v degerlerinin yerine konmasiyla

] o i 0 0
u™(z)= F% &D &El éww% z% (2.44)

olarak bulunur. u(z) fonksiyonundaki “out” indisi, ¢dzlimlerimizi n — +oco, y — +1 limitinde

aradigimizi ve bu amaca uygun olarak da (2.34) doniisiimiinii gergeklestirdigimizi gz dniinde

““

tutmak i¢in eklenmistir. “in”, yani 7 — —oo, y — -1 limitinde ¢oziim ararsak, bu sefer

yapmamiz gereken (2.34) doniisiimii yerine

+
z= lTy (2.45)

doniistimiini almaktir. Bu doniisiim altinda (2.33) diferansiyel denklemimiz su hali alir:

4z(1 1 ' 2 '
D a0-20) 22 Ly -2 s 22)2i 2Ly 2 246
4 2 p 2

2p 2 2p 4p

\~

1 (] 2 0
z(1-z)u'" + gw_ K4 —%i +lg2zgu +%d— &D =0 (2.47)
anp P e 0O O DP PO

bu denklemin “out” durumuna dair olan (2.37) denkleminden tek farki, w,’l1 terimin
isaretidir. Bu terim de, sadece ~ katsayisini ilgilendirdiginden, denklemin ¢6ziimiinde
kullanacagimiz « ve 3, “out” durumu i¢in buldugumuz, (2.40) denklemiyle verilen
« ve §’nin aynist olacaktir. v ise, “out” durumunda yaptigimizin benzeri olarak su sekilde

yazilabilir:
Y=+ (o —w,)
P
ama zaten yukaridaki (w_ —w,) terimini biz (2.41) bagintilar1 ile tanimlamistik! Bu durumda

vy=l—-—uw, (2.48)

. iw Diw_ 0O, ¢ O O
u"(z)=,K % +—n— 0l ——w,];2z0 (2.49)
0 epOp 0O P, 0O O

ile saglamis oluruz.
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Bu hesaplar1 tamamladiktan sonra, vaktiyle (2.21) ile 6zetlemis oldugumuz doniisiimleri

buraya bir kez daha yazmakta fayda var:
@ - eierk (77) =eikxe—iw+7]¢(n) =eikxe—iu+7] (1 _y2 )n,u

bu doniisiimlerden bagka, iki doniisiim daha yapmis ve ayrica « ’y1 da elde etmistik:

:iCAJ__
2p

l1xy

77_>+00 z=—=

2

Simdi biitiin bu denklemleri birlestirelim. Once (1 - y*)* kismim halledelim:

y=tanhpn, « ==
2p

lu.) —iw_

(=3 = ~tank? p) =(cosh pn) =(cosh? pn) >

=exp % @cosh on _;; =exp B—ln cosh pn)ﬁ

Coziimii yaparken saptadigimiz iizere, ¢ alan fonksiyonu, mevcut dalga sayilarmma ve
konformal zamanin limitlerine baghdir. O halde, su andan itibaren ®’yi u" ve u;" diye iki

ayr1 fonksiyonda inceleyecegiz. Bu sayfada 6zetlemeye calismis oldugumuz doniisiimler ve

tanimlarla birlikte (2.44) ve (2.49) ¢6ziimlerini de kullanirsak:

ul (77= x) = (47rw0ut )—1/2 exp kx —iw,n —%ln (cosh pn)ﬁ

0 (2.50)
iw_ 0 iw_ D zw [0 1-tanh
X F % _D = outD; an
p D p O 2 g
ve
in 1/2 D . iw_ D
ul' (n,x) = (4mw, ) exp %kx—lwm _TIn(COSh pn)%
(2.51)

iw Diw_ O, dw. [0 1+tanh pnU
sz%"' 1 il an
M ,Op,p 0O »rQO 2 0

olarak bulunur. Denklemlerdeki (47Twout, in )_1/2 terimleri, normalizasyon kosullar1 sebebiyle

konmuslardir. Coziimlerin, ilgili olduklar1 limitlerdeki davranislarina bakacak olursak
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u;ut i _ (47T(.U )_1/2 eikx—iu(m,n
7 — +oo out (2 52)
. 12 iy *
u! M (4mw, ) e
7 — — m

olduklarini goriiriiz. ( ,Fi(a,b,c;0) =1 oldugunu g6z dniinde bulundumrak)

Peki (2.50) ile (2.51) ile verilen alan fonksiyonlari arasinda bir ge¢is miimkiin miidiir? Yahut,

bagka bir deyisle bir fonksiyonu diger fonksiyon cinsinden
uy' (1,x) = gl (1.x) + B (1,x) (2.53)
bagintisi ile verilen «, ve (3, Bogolubov katsayilarini kullanmak kabil midir? Bunu gérmek

icin, dncelikle hipergeometrik fonksiyonlarin bir doniisiim 6zelligini bilmek gerekir:

FBiyis) = FE”FS)P(O‘ g; Fiewfla +8 — 1)

L (a+5-7)
INCOINE)

Bizler, u;" (77, )den yola ¢ikarak, u;" ( )a ulagsmaya c¢alisacagiz. Bunun i¢in de —simdilik-

(1-z)™7 F(y-ay -6,1+y « 5 ;1=)

(2.51) esitliginin hipergeometrik kismini ¢dziimleyelim. Once, bulmus oldugumuz katsayilart

yazip, kullanilacak olan bagintilar1 hesaplayalim:

L
p p
iw,
Voo S1=—" Yo = (2.54)
p p
wm _w+ W wout _UJ+ +CU
’ym_az _l - _1 _& _—l_(w+ W +UJ_) =_-l&
p p p K
T T B T R I P B [t
P g (2.55)
—a-pf =1 B 1 L ) = e
p p P p p
I+ta+f -y =

Baglangicimiz “in” bolgesi oldugundan otiirii kullanacagimiz doniisiimle birlikte, (1-z)
terimi:
_ 1+ tanh pn
2
(-2)= ﬁ % tanhan ]

g( —tanh pn)g

(2.56)




Slnh pT] _l _l_e—an _1 (1_26—2/)77 +e—4ﬂ"7)
cosh pn 1+e7 1—e™

1—tanh pn =1-

ut” bolgesine gegis yapmak istedigimizden 7 — +oco limitini almaliyiz ve bu limitte,
e " terimleri, e*”" terimlerine oranla kii¢iik kalacaklarindan ihmal edilebilirler. Bu durumda:

-2

(1-z2)= %(1 —tanhpn)a =e
ve v, —a —3 degeri de (2.55)’ten bakilip yerine kondugunda

(1= 2y = (g2 (2.57)

olarak bulunur.
Su son esitlikleri, hipergeometrik fonksiyonlarin doniisiim formiiliinde yerine koymanin sirasi

geldi. Bu durumda:

F% zw%ﬂlwﬂ

» O
zFl(m) U F % +_ —1 +ou . ! (1 —tanhpn)D
FD_lw %I‘Dl iw,[] g p p p 2 u
p (2.58)
w,, iw,,
| F% 4‘3 0 i iw,, 1 C
+621p7]w p U p U X F E— Wy 1 - Wy 1 —out ’—(1 —tanh pn)D
% zw 0 O p p p 2 O
r
P D

iki hipergeometrik fonksiyonun katsayilar1 arasindaki benzerlik dikkatimizi ¢ekiyor: birinci
fonksiyonun katsayilari, ikincisinde eslenikleri alinmis durumda bulunuyorlar ve « ile 3
katsayilarinin yeri degismis durumda. Ayrica, fonksiyon degiskeni de (2.50) ile tanimlamis
oldugumuz “out” ¢ézlimlerinin degiskeni olmus, ki bu zaten bizim bulmayi timit ettigimiz bir
sonugtu. Hipergeometrik fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili bir 6zelligine (2.40)’taki kokleri
bulduktan sonra deginmistik; bu da « ile 3 katsayilarinin simetrik oldugu, birbirlerinin yerine
yazilabilecekleri olusuydu. Oyle ise, (2.58)’de tamimlanan fonksiyondaki birinci
hipergeometrik terim, “out” bolgesindeki fonksiyonun hipergeometrik terimi ile ayniyken,
ikinci hipergeometrik terim ise tam anlamiyla, ilk terimin kompleks eslenigidir! Buradan da
artik anhiyoruz ki, “in” bolgesine dair olan ¢6ziim “out” bdlgesindeki ¢Oziim cinsinden
yazilabilmistir. (2.58)’1, (2.53) tanimiyla ve (2.50) ile (2.51) ¢ozlimleriyle kiyaslarsak,

Bogolubov katsayilarinin séyle oldugunu goriiriiz:
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(2.59)

up
B =03
0

out d
U
U

win
Buldugumuz bu Bogolubov katsayilarini yorumlayarak inceledigimiz alan hakkinda birtakim
ongoriillerde bulunabiliriz: « ile 3 katsayilar1 birbirinden farklidir, demek ki, alan bir

out

degisime ugramigtir (aslinda bunu zaten, u;’ (n,x) ve u; (n,x) fonksiyonlarimi farkl

bulusumuzdan Otlirii  anlamistik). Bu degisimi, alanin parcacik yarattigi yoniinde

yorumlayabiliriz, aksi takdirde, (3 katsayis1 sifira gitmeliydi, oysa katsayilarin mutlak

degerlerinin karelerini hesaplarsak, bunun boyle olmadigin1 gorebiliriz:

|a |2 _ Sinhz(ﬂwm/p)
Kl T, .
sinh(7w, sinh(7w
( 'm/zp) (MW, / P) (2.60)
| |2 - Slnh (ﬂ—wout /p)
' sinh(mw, /p)sinh(rw,,, /p)
ayrica « ile 3 katsayilari, normalizasyon kosullarini da gerceklerler:
2 2
| =8| =1. (2.61)

(Bogolubov katsayilarinin kesin olarak hesaplanmasia dair ayrintili bilgi, Walker, W.R.

1985°te bulunabilir.)
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III. 1+1 UZAYDA HAREKETLi AYNA COZUMLERI

Onceki boliimde, galistigimiz uzay: incelemis, bu uzayda, C(7): konformal 6lgek faktorii
olmak tizere,

(0+m*)® ={-09; +0] + C(n) m* }®=0 3.1
denkleminin ¢dziimlerini arastirmistik. Bu bolimde ise, hareketli bir aynanin varhig
durumunda kiitlesiz, skaler bir alanin dalga fonksiyonunu bulmaya ¢alisacagiz. iki boyutlu
uzay-zamanda c¢alistigimizdan oOtiirli, aynamiz, aslinda bir noktadan ibaret olacaktir.
Noktamizi “ayna” ile 6zdeslestirmemizin sebebi ise, lizerine gelen dalgalari yansitmasi ve

iizerinde alan fonksiyonunun 0 olmasi, yani aynamizin bir sinir teskil etmesidir. Bu tanimlari

yaptiktan sonra, artik incelememize baslayabiliriz.

Aynanin hareketi
x=z(t) (3.2)
fonksiyonuyla verilmis olsun. Bu durumda, aynanin hiz1 olan z(¢) i¢in ilk kosulumuzu elde
ederiz:
2()] <1 (3.3)
(3.3) kosulu, aynanin, 1siktan hizli hareket edemeyecegini garantilemektedir. Ele aldigimiz
uzay, kiitlesiz, skaler dalga denklemi olan
7o 30 _
o ox’

esitligi aynanin saginda saglasin (bu uzay, gecen bolimdeki uzayin kiitlesiz halidir). Sadece

0 (3.4)

aynanin sagiyla ilgileniyor olmamiz, aynamizin “cilali” yani 100% yansitict oldugunu gdsterir
(“lekeli” olarak tabir ettigimiz, yar1 ge¢irgen aynalar lizerine bir ¢alisma Nicolaevici, N.
2000’de bulunabilir). Bu sebepten otiirii (3.4) diferansiyel denklemine, bu ¢alismada, sadece
x > z(t) bolgesinde ¢oziim arayacagiz. Aynanin basta belirttigimiz, alanla olan iliskisini
formiile edersek:

®(1,2(1))=0 (3.5)

olur. (3.4) denklemini daha faydali bir hale getirmek {izere karakteristik dogrularimizi, iki

yeni degiskenin fonksiyonu olarak tanimlayalim:

t—x=f(w—s) t+x=g(w+s) (3.6)

bu sayede metrigimiz de su hale gelir:
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dtz—dxz=f'(w—s)g'(w+s)(dw2—ds2) (3.7)
(3.4) diferansiyel denklemi de bu koordinat doniisiimleri altinda degismez kalir:
0’® 0’0
7—=5 =0
ow™  0ds

f ile g fonksiyonlarma erismeye calisirken, onlara igimize yarayacak sekilde oOzellikler

(3.8)

yiikleyelim. Mesela s = 0 oldugunda, egrimiz aynanin sahip oldugu egriye doniigsiin. Bu

kabulden sonra, (3.5) esitliginden aciktir ki

O(w,0)=0 (3.9)
sonucu ¢ikar. Artik aynaya dair koordinatlar f've g fonksiyonlari cinsinden yazabiliriz:
x=4gw-fm]  1=4[gm+ W] (3.10)
(3.2) ile verilen ayna hareketi bu takdirde
lem—Fm]=z(3[gm + f(w)]) (3.11)
olarak yazilabilir hale gelir. Aynanin baslangicta durgun oldugunu diistinerek
t<0ikenz(t)=0 (3.12)

sinir kosulunu elde ederiz. Bu kosulla (3.11)’1 birlikte saglamanin yolu:

w<0iQir.lj.{(W)=g(W)=W (3.13)
Vw igin g(w)=w

Bu yeni kosullar altinda (3.11) denklemini tekrar yazalim:
sw=rm]=z(z[w+rm]) (3.14)

(3.8) denklemini ¢6zmek i¢in ¢arpanlara ayirma metodunu uygulariz:

[D(w,s) =W (W)S(s)| (3.15)
dontistimii ile diferansiyel denklem
2 2
Ldw T—lgzo (3.16)
W dw S ds

iki terim de —w” ’ye esitlenecek olursa, (3.9) sinir kosulunu da gz 6niinde bulundurarak
S(s)=sinws (3.17)
bulunur. W(w) i¢inse eksponansiyel ifadeyi kullanmaliy1z:
W(w)=e™" (3.18)
Boylelikle, normalizasyon kosullar ile birlikte w ’ya bagli ¢oziimleri elde ederiz:

D_(w,s)=(rw) " sinwse ™" (3.19)
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Coziimii, (¢,x)degiskenleri cinsinden yazmak i¢in dnce siniislii terimi eksponansiyel formda

yazmamiz gerekir

. e —e™ AT s s

smws:T:z(4) / [e —e ]
bunu w’ya bagli olarak buldugumuz eksponansiyel terimle ¢arptigimizda

sinwse™" =i (4)_1/ ? [e’im(ﬁw) — et :|
normalizasyon sabitini de ekledigimizde, fonksiyonumuz, doniisiime hazirdir:

P _(w,s)=i(4mw )_l/2 [e””(”W) et ] (3.20)
eksponansiyel terimlerde, parantez i¢inde bulunan ifadelerle gercek koordinatlar arasindaki

bagintiyr biz, aslinda baglangigta koordinat takimi doniisiimlerini yaparken tanimlamistik

[(3.6) doniisiimleri]. Bu bilgiler 1s1ginda, nihayet alan denklemimizi (t,x) koordinatlari

cinsinden yazabiliriz:

{t—x:f(w—s)—>(s—w):—fl(t—x)}

t+x=g(w+s)—> (w+s)=g ' (1+x)
D, (1,x) =i (4mo) [ e 0 — gt 0 | (3.21)

(3.13) kosullarindan g~'(¢+x) = ¢+ x oldugunu bulabiliriz. Hem normal koordinatlar1 bir isim

altinda toplamak, hem de denklemi daha anlasilir kilmak amaciyla, su tanimlar1 yapalim:
USTI—X V=Ii+Xx
T,—z(T,)=u (3.22)

21, ~u=f"'(u)=p()
Fonksiyonumuzu, bu bagintilarla tekrar diizenleyelim:
O (t,x)=i(4mw) " [e*"w e *“’] (3.23)
(3.22) ile verilen bagintilardan ikincisi, aynamizin, ¥ normal dogrusu ile kesistigi noktanin
zaman bilesenini verir. Zira, z(¢f) aynanin yoriingesini belirledigi i¢in, u=¢—x, ayna
yoriingesiyle birlikte, ancak ayna zamaniyla denklemde yerine konabilir. (3.22)’deki tigiincii
bagint1 ise, kolaylikla anlasilabilecegi iizere, ayna i¢in baslangicta kabul ettigimiz (3.5) sinir

kosulunun gergeklestigini garantiye alir. (3.23) ile verilen alan fonksiyonunu ayna {izerinde

incelersek:

(I)d (7_“ , Z(TM )) _ 1(471'(,() )—1/2 [e—iw‘[m +z(7)] _ e*iw[Zm —(7—z(m )]:I (324)
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fonksiyondaki eksponansiyel terimleri iceren parantezin igerigini sadelestirirsek

o elmrz)] _ i 2u(m—z@)] _ -ielnaz()] _ -ielnaz)] _ (3.25)
buluruz. Boylece, ayna {izerinde alan fonksiyonunun 0’a esit oldugunu gostermis olduk. p(u)
fonksiyonunu denkleme sokmanin bir yarari daha vardir; agiktir ki u dogrusu boyunca

ilerleyen bir 151n, aynaya (7;,,2(7;, )) noktasinda ¢arpacak olursa, bu noktadan v=r7,+z(7,)

dogrusu boyunca gidecek sekilde yansir. Bunun tersi de miimkiindiir.

(Eger varsa) Yaratilan pargacik sayisini, Bogolubov katsayilarini hesaplayarak bulabiliriz.
Fakat, bu asamada yalnizca aynanin hareketinden otiirii bir pargacik yaratimi olup olmadigini
merak etmekteyiz. Bu soruyu da, hesaplamasi, Bogolubov katsayilarina nazaran daha kolay

olan enerji-momentum tansoril 7, ’yii bularak ¢6zebiliriz. Bizimki gibi diiz uzayda tansor

v

a0y (90 avae avow
T 1|\ ot ox ox df Ot ox

== ) ) (3.26)
2190000 0od 0d (acp) +(a«p)

__+__ JR— JR—
ot dx oJx ot ot ox
formundadir. ® ’yi kuantum alan operatorii olarak tanimlamak i¢in, yaratma ve yok etme

operatorlerini devreye sokmaliyiz. Bu takdirde, @ ’yi, (3.23) ile tanimlanmis olan &

0zfonksiyonlarinin bileseni olarak yazariz:
d(t,x) = j dwfal @, +al' @] ] (3.27)
0

@ ’lerin @ ’lara kuantizasyonu ile birlikte, (3.26) ile tammlanan 7, ise beklenen degeri

cinsinden su formiille yazilir:

(T,)= waTW (®,.2) (3.28)

Bu asamaya gelirken, belirtmedigimiz halde, 7, 'niin hesabinda belirli bir islem, bizi yok

etme operatOriiniin basta yer almasindan kurtarmisti, “normal ordering” tabir edilen bu taktik
sayesinde, yok etme operatorii her zaman yaratma operatoriinden once geliyor ve bu sayede,
sonsuz toplamlarda bir sabitin “patlamasi”nin 6nii alinmis oluyordu (Bu metod hakkinda daha
ayrintili bilgi i¢in bkz. Birrell, N.D., Davies, P.C.W. 1982 ve Dereli, T. 2000). Lakin, (3.28)
integraline bakildiginda, bizi bu iglemin, patlamadan kurtarmayacagi asikardir. O halde ne

yapilmalidir? Bu sorunun istesinden, “nokta-bolme” (point-splitting) olarak bilinen bir

metodla gelinmektedir. Bu metoda gére, (3.28) integralinde, ®  ve @ fonksiyonlarinin ayn
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(t,x)noktasindaki degerlerini integrale sokmak yerine, @ fonksiyonlarmin, e ¢ok kiigiik,
pozitif sanal kisimli bir say1 olmak tizere, (¢,x) noktasindaki degeri degil fakat, (¢z+¢,x)
noktasindaki degeri integrale alinmalidir (bu yontemin, diger metodlarla kiyasi ve

uygulamalari i¢in bkz. Baymn, S.S., Ozcan, M. 1997). Bu noktadan hareketle T icin kismi

0%

tiirevler hesaplanirsa:

8;};_& =P _(t,x)=i (47m))71/2 [—iwe‘”v + iwp'(u)e_i“”](“)] ; {g—? = % = 1}
benzer islemlerden sonra diger bilesenler de bulunur:
as% _ (i )1/2 I:e_w(m) _p(u+e) e—iw‘p(u-%—s):l (3.31)
as% = (ﬁ )1/2 [e_i“’(v+5) +p'(u+e)e™” (”+5)] (3.32)

Boylelikle, (3.26) tansoriiniin alan fonksiyonlarna etkimesi sonucu olusacak (3.28) esitligi,

asagidaki toplu bigiminde yazilabilir:

<Too> = <Tll>} _ LTW dw{em + p'(u) p'(u + 8)eiw[P(u+€)—p(u)]} (3.33)
4y

<T10>=<T01>
Bu integralleri ayr1 ayr1 hesaplamaya ge¢gmeden oOnce, <T00> ile <T01> arasindaki bagintiyi,

toplanmalar1 halinde p(u)’ya bagh olan terimleri sifirlayacaklar1 gerceginden faydalanarak,

bu durumda geriye kalan basit integrali hesaplayarak bulalim:

1 T iwe 1 1 -
<T()0>+<T()1>:E‘([dee =E(—6—2)=—(27T62)1

(T)=-Qme")" ~(T;,) (3.34)
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Artitk asil  integrale, gegebiliriz... (3.34) bagntisiyla, <TOO>'1 <T01> cinsinden
hesaplayabilecegimizden dolayi, sadece <T01> ’1 veren karigik integrali almak yeterli olacaktir.

Bu durumda:
<T01 > = ﬁjw dw{eiws _ p/(u)p/(u i S)eiW[P(tt+e)—P(z¢)]} (335)
0

a >0, € =iaoldugunu da gbz dniinde tuttugumuzda (3.35) integralini

<TE)1> :L - eiwg ~ p/(u)p/(u+€)ew[p(u+s)—p(u)] s l-p/(u)p/(u+5)wew[p(u+s)—p(u)] . dwe

4w | € [p(u+5)—p(u)]2 plu+e)—p(u) €

[p(u+e)—p)] —p'(u)p'(u+e)e?
47 [pu+e)-pw)| &

—wda

olarak buluruz. Limitte, e =e ™ teriminin, dier tiim bilesenlere baskin gelecegine ve
boylelikle, integralden sadece (3.36) sonucunun alt satirinin “sag kurtulacagina” dikkat ediniz.

Integralin sonucunu sadelestirip yazarsak:

<T01>=L[_L2+ Pup(ute) 2} (3.37)
e (plu+e)—pu))

(3.37) esitliginin, ¢ civarindaki Taylor a¢iliminin ilk birkag terimini yazarsak:

A (T )= [_l (), 1 p”(u)]

4 (p'(u))2 6 p'(u)

p'(u) _lp’”(u)+§(p”(u))2 |

P 1(w) 3w 4 (pw)y _

12 p'w) 2 (p'w) P'(u)

pm(u)[ REAORICA0) )

1 P (W) ) 1 p%0 1 p'wp®w

2 P (u) 40 p'w) 24 (pw)
oL (p”’(u))j 1(pPw) O] (p”(u));‘ P

2(pw) 2 (Pw) 16 (p'(w))

P 10w 1 pwptw 1 w)

P 12 P 12 (Yw)y 2 (pw)

| (3.38)
+O(53)
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ve nihayet, € ’u 0’a gotiiriirsek:
2
1 "w) 3( p'(u
()= pw 3 pw) (3.39)
24m| p(u) 2\ p'(u)
elde ederiz. € ’u 0’a gotiirdiiglimiizden otiiri, (3.34)’te —artik- 1raksayan terimi de atarsak,

(Thy)=—(T,) =—(247)" {p"(’“‘) _3(1’”(”) ﬂ (3.40)

Py 2| p'(u)

olarak bulunur. ifadeleri daha sik bir bigimde yazarsak:

n

(o) =—(2m) [P @] {[Pe]"} (3.41)

”

(To)=(12m) [P @)]* {7/ )]} (342)
Simdi, bu bulgularimizi, bir 6rnek {iizerinde kullanalim. Enerji-momentum tansoriiniin
bilsenlerini (3.41) ve (3.42) olarak, sadece p’(u) cinsinden yazmakla, pek ¢ok zahmetli
islemden kurtulduk. Verilen bir 6rnekte artik yapmamiz gereken sey, z(¢) ile verilen ayna

yoriinge denkleminden p(u)fonksiyonunu saptayip, denklemlerde yerine koymak. z(7),

ornegin
0 (1<0)
z(t)=Jae"'" +t—a (0<t<—-aln(l-u,/a))  (3.43)
(uy/a)t—u,+u,—a)ln(l-u,/a) (maln(l-u,/a)< t)
(O<u,<a)

llgili doniisiimleri yapabilmek igin, énce (3.22) bagintilarindan gerekecek olanlari bir kez

daha yazalim:

p=Tu+Z(Tu)

u=1,-2z(7,)
verilen yoriingeden ilk bolgedeki denklem su sekle gelir:

p=1,+0=r,

}p(u) =u (3.44)

u=1,-0=7,

ikinci bolge igin:

/a

—7la —T
p=T1,+ae " +1,—a=21,+ae " " —a
! ! ! (3.45)

/

-7 la

u=1,—ae "' —1,+a=—ae "' +a
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u i¢in buldugumuz esitlikten iki sonug ¢ikartabiliriz:

ae’" —a=—u (3.46)

a—u :e—‘ru/a

a
l-u/a=e™"

In(l1-u/a)=-7,/a

r,=—aln(l-u/a) (3.47)
(3.46) ve (3.47)’de bulduklarimizi, (3.45)’teki p esitliginde yerine koyarsak:

p(u)=—2aln(l1-u/a)-u (3.48)

olmus olur.
Uciincii bolgeye gecersek:

p=1,+,/a)t,—u, +(uo—a)ln(l—uo/a):(l+uo/a)7;,—uo—(l—uo/a)ln(l—uo/a)(3 49)

u=1,—u,/ayr,+u,—(uy,—a)In(l-u,/a)=~1-u,/a)r, +u, +(1-u,/a)In(l-u,/a)
u i¢in olan denklemden 7, ’yu c¢ekersek:

u—u,—a(l—u,/a)ln(l-u,/a)
(1-u,/a)

T =

u

buldugumuz bu degeri (3.49)’da, p denkleminde yerine koyarsak:

1+u°/a[u—uo—a(l—uo/a)ln(l—uo/a)]+1_u°/a
l-u,/a —u,/a

p(u)= [—uo —a(l-u,/a)In(l1-u, /a)]

ve bir miktar sadelestirme sonrasinda buradan da:

p(u) :[M)u—zam(l—uo /a)- 2y (3.50)
a—1u, l-u,/a
cikar. (3.44), (3.48) ve (3.50) doniistimlerini 6zetlersek:
u (u<0)
—2aln(l1-u/a)-u O<u<u
pu) =1 ( ) ( o) (3.51)
(CH_% }u—2aln(l—u0/a)— 2y (1o <u)
a—u, l-u,/a
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Bu 6rnekte pargacik yaratilmis midir? Bunu anlamak igin (3.40) veya (3.42) ile verilen enerji-
momentum beklenen degerlerini hesaplayalim. Burada dikkat etmemiz gereken, ikinci bolge
hari¢, diger bolgelerde, 2. tiirevin sifir olacagi, dolayisiyla, enerji-momentum degerine bu
bolgelerden bir katki gelmeyecegidir. Zaten, baslangicta ve sonda statik bir uzay

inceledigimizden, bu beklentimiz dogal karsilanmalidir... lkinci bélgeye dair p(u)

fonksiyonunun tiirevlerini hesap edersek:

, u+a , 2a ” 4a
pPu)y=———;p'u)= 73 P (u)=- 3
u—a (u—a) (u—a)
Bu degerler denklemde yerlerine konursa:
a(a—2u)
T, I,)=———— 3.52
(To)==(t) =2 G52

olarak bulunur. Yayimlanan toplam enerjiyi hesap etmek iginse ivmelenmenin oldugu

bolgelere bakmaliyiz. (3.43) yoriinge denkleminden goriilecegi iizere, {ligiincii bolgede

aynamiz sabit (u,/a) hiziyla ilerlemektedir; bu yiizden bu bélgede bir yaratim olmasini
bekleyemeyiz. O halde integralimizi 0<¢<—aln(l—u,/a) araliginda, baska bir deyisle de

—oo <u <u, araliginda almamiz gerekir. Buradan, toplam enerji:

_ ala— 2u)
_[, j | o (3.53)
1 a’[In(a—u,)—In(a+u,)]- uo2 [In(a —u,)—In(a+u,)]+4a’ —2aln(a —u,) —In(a +u,)
~ 48ma (a—uy)a+u,)
(@’ - uoz) ln(a—lruO )+ 4a’ —2au,
1 a—u,
 487a (a* —uoz)
[ =y o5

bulunmus olur. Dikkat edilirse, (0 <u, < a)oldugundan &tiirii, yayilan toplam enerji pozitif

olacaktir.
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IV. KURESEL. AYNAYA GIiRIiS

Bu boliimde, temel olarak bir onceki boliimdeki ¢éziim metodlarinin aynisini sirasiyla
uygulamis olan Hadasz, Sadzikowski ve Wegrzyn’in (Hadasz, L., Sadzikowski, M., Wegrzyn,
P. 1997) kiiresel ayna uygulamalarini kisaca tanitacagiz. Anderson ve Israel’in de belirttigi
tizere (Israel, W., Anderson, W.G. 1999) Hadasz ve arkadaslarinin asagida ozetini
sunacagimiz ilgili ¢alismasi, sadece / = 0, yani “S-dalga” durumunu ele almalarindan otiird,
aslinda (3+1) uzayda, degil, (1+1) uzay icin yapilan bir ¢alismadir. Bu bitirme tezini
hazirlayan tarafindan, konunun bu yaz (2000) gelistirilmesi ve genellestirilmesi

planlanmaktadir. O yiizden, bu boliim, sadece tanitim olarak ele alinmalidir.

Bir o6nceki boliimdeki aynanin benzeri olarak, inceledigimiz kiirenin yiizeyini > ile

gosterirsek, bu ylizey tizerinde alan dalga fonksiyonunun 0’a esit oldugunu varsayalim:
®[.=0 (4.1)

Boylelikle, artik, kiiremizin bir “ayna” oldugunu sodyleyebiliriz. Kolaylik olsun diye, aynanin

baslangigta ve bitiste duruyor oldugunu diisiinelim. Bu durumda, yarigapin zamana gore

degisimi:
mo t = O
R= ER(t) 0<t<t, (4.2)

fonksiyonu ile verilebilir. Kiiresel simetri mevcut oldugundan, d’Alambert denklemini,
carpanlara ayirma metodu ile ¢ozebiliriz:

od =0 (4.3)

0 1

O(t,7) = Z C,®,@,7r)Y, (0,0)+ke. 4.4
= m=

Yukaridaki denklemde (4.3)’te yerine yazilirsa (katsayilarin ve kiiresel harmoniklerin

sadelestirilmesinden sonra):

09> 1 0° [(I+1)0 -
%7_;671’4' (7/-2 )D l(f,l”) =0 4.5)

Islemleri sadelestirmek igin / = 0, yani bir baska deyisle ®(¢,7)=®(t,r) alinirsa, denklemin

genel ¢cozimii

P, (t,r) = } dw B(w)e™ 1 (t,r) +ke. (4.6)

24



olarak yazilabilir. Burada

Ar=r—-R,
4.7)
oy =2 (7 )R,
olmak tizere,
1 iw(Ar—r‘i ) —iwAr
t,r)y=— —e 4.8
V=t H (4.8)

olarak tanimlanmistir (bir énceki boliimdeki (3.22) ve (3.23) bagintilarr). ((w)ise keyfi bir
fonksiyondur. Onceki béliimde kurulan bagintilara devam edilirse:

r—R(ty) =t —t, 4.9)
olacaktir. Eger, III. boliimde aciklanan bigimde, yaratma ve yok etme operatdrleri vasitasiyla,

olast modlar kiimesini kuantum operatorii olarak insa etmek istersek, (kiiresel uzayda

calistigimiz1 belirtmek amaciyla, yaratma ve yok etme operatorlerini bu boliimde sirasiyla,

b' ve b, olarak adlandiracagiz)

T _ng —iwt T _iwt (0)
<I>,<n(t,r)—27rl 7 Bbe +bl " Y. (r) (4.10)

v () =

sin(wAr) =1 (t,7), (t <0) (4.11)
r

0<t<¢ iken (4.10) fonksiyonu

X 1 7 dw —iwt it *
(1) = [ = B L () B () (4.12)

halini alir. Artik, enerji-momentum tansoriiniin bilesenlerini yazabiliriz:

_1Gped geag’C
Ty =y Wa EEE 5 (4.13)

1 DD 0d 9P 0d0
T, == — +—— 4.14
“ToHar or  or or (19

Bundan sonraki islemler de, gecen boliimde yiiriitiilen islemlerin benzeridir. Verilen bir
zamana bagli yaricap fonksiyonu, noktasal ayna ydriingesinde oldugu gibi, (4.7) ve (4.9)
bagntilar1 kullanilarak, doniisiime tabi tutulup, gecikmis zaman 7, hesaplanip, buradan (bir
onceki bolimdeki p(u) ’ya karsilik olarak)

R(u) = R(TR (u)), [u =t —r]

fonksiyonu bulunur, ve beklenen degerler, bu fonksiyonun tiirevleri vasitasiyla elde edilir.
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V. SONUC, ONERIi VE YORUMLAR

Agirlikli olarak (1+1) uzay-zaman boyutlarinda ele aldigimiz uzayimizda, hareket eden
aynalarin denklemlerini inceledik. II. boliimde ele ¢6zlimledigimiz uzayda, III. ve, kismen de
olsa, IV. boliimlerdeki ¢alismalarimiz sonucunda, aynanin ancak ivmeli bir hareket s6zkonusu
oldugu durumlarda parcacik yaratiminin gergeklestigini belirleyip, bunu saptamanin iki yolu
olan Bogolubov katsayilarinin hesaplanmasi ve enerji-momentum tansoriiniin yardimiyla,
enerji ve momentum yogunluklarinin hesaplanmasi metodlarini agiklamaya calistik. Yaratilan
parcaciklar1 saptamakta kullanilan detektorlerin cinslerine ve ¢aligma prensiplerine, ¢cok genis
bir konu oldugu i¢in ve tezin inceledigi alan1 saptiracagindan 6tiirti, giremedik (detektorlere
dair genis bilgi Unruh, W.G., Wald R.M. 1984’te bulunabilir). Bu teze, kisa bir siire igerisinde
yazimina baslanmasi beklenen bir calismada yararlanilacak olan kavramlarin toplu bir hali
olarak bakilabilir. Nitekim, tezin yazari, kisa vadede, kiiresel aynalarin genellestirilmis
formiilasyonu, uzun vadede ise, kara delikler tarafindan yayimlanan i1simalarin entropiyle olan
iliskisi lizerine caligmalar yapmay1 diisiinmektedir. Bu amagla, tez, yeni fikirlerin sunuldugu
bir caligmadan ziyade, varolan diislincelerin incelenip, aralarinda baglarin kuruldugu bir

kaynak olarak ele alinmalidir.
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A. EK: HIPERGEOMETRIK FONKSIiYONLAR

x(1=x)y" (x) + @ —(a +b +1)xBY (x) —ab y(x) =0 (A.1)
diferansiyel denkleminin ¢o6ziimiinii gergekleyen hipergeometrik fonksiyonlar, asagidaki
bicimde gosterilir:

y(x) = ,F(a,b,c;x) (A.2)
ve su sekilde tanimlanir (¢ OZ" olmak iizere):

2
Fl(ab,eix)=1+22% paarhbo+h x| (A3)
c 1! c(c+l) 2!

Hipergeometrik  fonksiyonlar, |x| <lveyax=1,c>a+b ve x=-1,¢c>a+b-ligin

yakinsaktirlar.
(a +n —l)!
(a-1)!

olmak tizere, Pochammer Sembolii tamimlanirsa, ,F;(a,b,c;x) fonksiyonu, daha sade bir

(a), =a(a+1)(a +2)..(a +n 1) = (A4)

bi¢imde temsil edilebilir:

JFi(@b.cix) = ZM)‘ (A5)

(C)n n!
".F" ile belirtilen bir hipergeometrik fonksiyonda, i indisi paydaki, j indisi ise paydadaki

Pochammer Sembol sayisini gdsterir. Bunun disinda, indissiz gosterimde ise, paya ve paydaya
gelecek olan terimler, birbirlerinden noktali virgiiller vasitasiyla ayrilirlar. Fonksiyonda, pay

ve paydadaki sembollerin kendi aralarinda simetri vardir.

Hipergeometrik fonksiyonlar arasinda, asagidaki temel doniisiim bagintisi vardir:
I‘(c)F(c -a —b)
I‘(c —a)F(c —b)
N F(C)F(a +b —c)

I(a)r ()

x,F(c—a,c—b,1+c —a —b;1 —x)

,F(a,b,c;x) = ,F(a,b,1+a+b—c;l —x)

(1-x)"" (A.6)
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